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  درجة(: 30) السؤال الأول

(i يمكن تمثيل المنحني المعطى وسيطياً بالشكل التالي ) 

        ;    0,i tz t e t     

ولحساب قيمة التكامل المعطى نلاحظ أن    i tz t e   و  i tdz i e dt وبالتالي يصبح التكامل .

 المعطى بالشكل 

  

0 0

  i t i tI zdz e i e dt i dt i

 



          
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(iiيمكن تمثيل الدائرة ) z a R   وسيطياً بالشكل التالي 

         ;    0,2i tz t a R e t      

ولحساب قيمة التكامل المعطى نلاحظ أن      
n n i n tz a R e   و   i tdz i R e dt وبالتالي يصبح .

 التكامل المعطى بالشكل 

  
2 2

 1     1

0 0

     
i n tn i n t i t nI R e i R e dt i R e dt

 
      

1فإذا كانت  0n   1, أي أنn   يكون , 

 
2

0

 2I i dt i



    

1وإذا كانت  0n   1, أي أنn   يكون , 

 
 

     

2
1 12

 1   1  2 11 0

0
0

1
   0

 1 1 1

n n
i n t i n t n in R R

I i R e e e e
i n n n





 

  
 

               
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  درجة(: 35السؤال الثاني )

(i نلاحظ أن ) 

 
      

2 1 1 1 1 1 1
  

1 3 1 3 1 1 3 1 3
f z

z z z z z z z
    

       
      ( ) 

الآن من أجل الدالة 
 
1

1 1 z 
1, وطالما أن  1z  1, أي أنz  يكون , 

 
   

0 0

1
1 1

1 1

n n n

n n

z z
z

 


 

   
 

                                 (1 ) 

ومن أجل الدالة 
 

1

1 3z 
3, وطالما أن  1z  3, أي أنz  يكون , 

 
   

0 0

1
3 1 3

1 3

n n n

n n

z z
z

 

 

   
 

                              ( 2 ) 

1(, نجد أنه طالما أن ( وتعويضهما في العلاقة )2( و )1وبدمج العلاقتين ) 3z   يكون , 

            
11

0 0 0 0

1 1
 1  1 3 1 1 3

3

n n n nnn n n

n n n n

f z z z z z
z

   
 

   

           
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(ii )0أن النقطة  لاحظن 1z   هي النقطة الشاذة الوحيدة لتابع التكامل
 

 2 1

Cos z

z z 
 داخل المنحني  

 المعطى, وأن هذا التابع يمكن كتابته على الشكل 

 
 

 

 
 

 
2 2

   ;    
1 1

Cos z f z Cos z
f z

z z z z
 

 
  

0مما يعني أن النقطة الشاذة  1z  هي قطب من المرتبة الأولى لتابع التكامل داخل منحني التكامل  . 

 وبالتالي وحسب علاقة كوشي التكاملية تكون قيمة التكامل المطلوب هي 

 

 

 
 02 2

1
2  ( ) 2  (1) 2  2  1

1 1

Cos z Cos
dz i f z i f i i Cos

z z
      

 
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   :درجة( 35) السؤال الثالث

يوضح الشكل المجاور منطقة التكامل المعطاة 

zوالمحصورة بين قوسي الدائرتين  r  و

z R  والواقعة في الربع الأول من المستوي

rالعقدي, حيث أن  R.  
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بمكاملة التابع و
2 i ze z  1على المنطقة الواقعة داخل المنحني 2 3 4        وبملاحظة أن ,

 تابع التكامل تحليلي على هذه المنطقة, نستنتج أن قيمة هذا التكامل معدومة. أي أن 

2 

0
i ze

dz
z



        

2 2 2 2

1 2 3 4

    

0
i z i z i z i ze e e e

dz dz dz dz
z z z z

   

           

Rوبأخذ نهاية الطرفين عندما    0وr  نجد أن , 

2 2 2 2

1 2 3 4

    

0 0 0 0

lim lim lim lim 0
i z i z i z i z

R R R R

r r r r

e e e e
dz dz dz dz

z z z z
   

   

   

          …………….   ( ) 

 ( على حدى. وسنقوم بحساب كل تكامل من التكاملات الموجودة في العلاقة )

بالشكل  1يعطى التمثيل الوسيطي للقطعة المستقيمة   :الأولالتكامل     ;  ,z x x x r R  وبالتالي .

dzفإن  x ويصبح التكامل بالشكل , 

   2 2

1

2 2   R Ri z i x

r r

Cos x i Sin xe e
dz dx dx

z x x



        

                 
   2 2

 

R R

r r

Cos x Sin x
dx i dx

x x
           

 
   2

1

2 2 

0 0
0

lim  
i z

R

r

Cos x Sin xe
dz dx i dx

z x x


 





       
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بالشكل  2يعطى التمثيل الوسيطي للقوس   الثاني:التكامل       ;  0, 2i tz x R e t   وبالتالي .

 فإن   2 2 2 2 2  2itz R e R Cos t i Sin t     و    i tdz i R e dt ويصبح التكامل بالشكل , 

   
   

22

2

2

2 2 2  2 
 2  2 

 

0 0

   
 

i R Cos t i Sin ti z
i R Cos t i Sin ti t

i t

e e
dz i R e dt i e dt

z R e

 



  
          

 وبما أن 

       
2

2 2

2

2 2 
 2  2  2  2

0 0

  
i z

i R Cos t i Sin t i R Cos t i Sin te
dz i e dt i e dt

z

 



               

                    2
2 2 2

2

0 0 0

0 0
R Sin t

R
e dt e dt dt

  
 


          

  وبالتالي نستنتج أن

2

2

 

0

lim 0
i z

R

r

e
dz

z






  
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بالشكل  3يعطى التمثيل الوسيطي للقطعة المستقيمة   الثالث:التكامل      ;  ,z x i y y r R  .

dz وبالتالي فإن  i dy ويصبح التكامل بالشكل , 

   2 2 2

3 3

2 2    
 

 

R Ri z i z i y

r r

Cos y i Sin ye e e
dz dz i dy dy

z z i y y
 





  
             

                 
       2 2 2 2 

 

R R R

r r r

Cos y i Sin y Cos y Sin y
dy dy i dy

y y y


               

   2

1

2 2 

0 0
0

lim  
i z

R

r

Cos x Sin xe
dz dx i dx

z x x


 





     
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بالشكل  4يعطى التمثيل الوسيطي للقوس   :الرابعالتكامل       ;  0, 2i tz x r e t   وبالتالي .

 فإن   2 2 2 2 2  2itz r e r Cos t i Sin t     و    i tdz i r e dt ويصبح التكامل بالشكل , 

   
   

22 2

2

4 4

2 22  2  
 2  2 

 

0 0

 
 

ir Cos t i Sin ti z i z
i r Cos t i Sin ti t

i t

e e e
dz dz ire dt i e dt

z z r e

 

 

  
  



             

 يكون التالي وب

 
2

4

2 2 
20

0

0 0
0

lim   
2

i z

R

r

e
dz i e dt i dt i t i

z

 









                  

 

2

4

 

0

lim
2

i z

R

r

e
dz i

z







    
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 (, نجد أن السابقة في العلاقة )الأربعة التكاملات نهايات وبتعويض 

       2 2 2 2

0 0 0 0

 0  0
2

Cos x Sin x Cos x Sin x
dx i dx dx i dx i

x x x x


   

                 

 2

0

2  0
2

Sin x
i dx i

x




         
 2

0
4

Sin x
dx

x




     
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 ______________________ (خمس صفحاتانتهى سلم التصحيح )_____________________ 

 


